1.2 Limita funkce

121 lim_ ¥ !

x—0 2x —

Reseni:
2

Zde je situace velmi jednoducha. Racionélni funkce — je definovéana na okoli bodu

2x°—x-1

O o poloméru 5 a je vbodé O spojitd. (Pfipomenime, Ze racionalni funkce je spojita

2 2
v kazdém bodg, ve kterém je definovana). Plati tedy: lim )2c ! = 02 ! =1.
=02x" —x—-1 2-0°-0-1

2
122 lim_¥ !
=1 2x" —x—1

Reseni:
Limitovana funkce je zde Gpln€ stejné jako v piredchozim ptiklad€, ale pfesto je zde situace

zcela odlisnd. Nebot’ limitu nyni pocitame v bodé @ = 1. V tomto bodé ovSem racionalni
2

X - 1 3 o 7 r_ v 7 r :
funkce Py R— neni viibec definovana. Pravé toto bude pro nas zcela obvykla situace. Na
X —x-

Stésti ale Cislo 1 je nejen kofenem polynomu ve jmenovateli, ale rovnéz kofenem polynomu
v Citateli. V uvazovaném vyrazu bude tedy mozno kratit. Dostavame:

x*-1 (x—l)(x+l) o ox+l
. = =
¢t —x-l 2(x—1)(x+1j 2(x+1j
2 2
x?+1

Funkce f (x): je definovana na redukovaném okoli bodu @ = 1 o poloméru

2x? —x—1
x+1

2()( + 1]
2
2
ji v bodg a = 1 spojitd. Plati tedy: lim—>—"" 1+1

-1 2x? —x—1 B 5 l+l
2

(napt.) 1. Funkce g(x) = je definovana na okoli (nikoli redukovaném) bodua =1 a

1.2.3 lim (1+x)1+2x)1+3x)-1

x—0 X

Reseni:
Zde je nula kofenem jak polynomu v Citatel, tak i polynomu ve jmenovateli. Polynom
v Citateli je zfejmé potieba nejprve upravit:



(1+x)1+2x)1+3x)—1=6x> +11x* + 6x

Tedy
(1+x)(1+2x)(1+3x)—1:6x3 et 6
X
Odtud
linfol(1+x)(1+2x)(1+3x)—1 6.0+ 11.04 626
X—> x
fla)= (1+x)(1+2x)(1+3x)—1’g(x):6x2 1ot 6
X
Lo g i 43 )=(1+5x)
e x? +x°
Reseni:
Zde

(1+x) —(1+5x)=1+5x+10x* +10x* + 5x* + x* —1-5x=x" + 5x* +10x> +10x>

(1+x°)=(1+5x) _ x* +52> +10x +10

x> +x° 1+x°
Potom
5 3 2
lim(1+x2) (15+5x)=0 +5:0°410-0+10_,,
x>0 X +x 1+0

Povsimnéme si jeste, Ze pii upraveé vyrazu (1 +x° )—(l +5x) jsme koeficienty u tfeti az paté
mocniny proménné x vilbec nemuseli pocitat. Stacilo si uvédomit, ze po vydéleni x se z nich
stanou prvni aZ tfeti mocniny, které stejn€ daji nulu po dosazeni x = 0. Casto si tak mizeme
zjednodusit pocitani a uSetfit Cas.

2
125 lim L —X+0
=2 x° —8x+15

Reseni:
Na tomto piikladé bychom se méli naugit nehledat zbyteéné sloZitosti tam, kde nejsou. Cislo 2
je sice kofenem polynomu v Citateli, ale neni kofenem polynomu ve jmenovateli! Racionalni
2
x°=5x+6 . s N
funkce i1 je tedy spojita v bod¢ 2.

x?—8x+1

. x'=5x+6 2*-5.2+6
lim 5 == =
-2 x" —8x+15 2°-8-2+15




3
126 lim™, —2X*2
=l x" —4x 43

Reseni
Zde je ¢islo 1 kofenem jak polynomu v ¢itateli, tak 1 polynomu ve jmenovateli. Jak je znamo
z algebry, musi v tomto p¥ipadé polynom x —1 délit polynom x* —3x +2 . Dostavame

(x3 —3x+2):(x—1):x2 +x-2

3 2
—X +X

x*=3x+2
—x’+x
—-2x+2
2x-2

0

atedy x* —3x+2=(x —1)(x2 +x— 2). Podobné najdeme x* —4x+3=(x - 1)(x3 +x7 +x— 3).
Odtud

x> =3x+2 B xP4+x-2

X —dx+3 P +xi+x-3]
Vidime ovsem ihned, Ze ¢islo 1 je kofenem jak polynomu x° +x—2 v &itateli, tak i poly-

nomu x° +x° +x—3 ve jmenovateli. Déleni polynomem x—1 musime tedy opakovat. Oba
polynomy jsou ovSem natolik jednoduché, ze se je mizeme pokusit rozlozit piimo:

x’ —i—x—2:(x2 —1)+(x—1):(x—l)[(x+1)+1]:(x—l)(x+2)

x o+ x? +x—3:(x3 —1)+(x2—1)+(x—1):(x—1)[(x2 +x+1+(x+l)+l)]:(x—1)(x2 +2x+3)

x*=3x+2 xP+x-2 x+2
Tedy — ~ 3,2 -2

x"—4x+3 x +x"+x-3 x"+2x+3

3

Podle limx4 3x+2= : 1+2 =l

=l x" —4x+3 1"+2-1+43 2
klademe

x*=3x+2 x+2
fx)=—-=

= X)=—-
x'—4x+3 & x> +2x+3



4
127 lim®, X2
=l x” —4x 43

Reseni:

Cislo 1 je zde kofenem polynomu v Citateli i jmenovateli. Protoze oba polynomy jsou
jednoduché, nebudeme je délit x —1, ale zkusime je rozlozit pfimo. (déleni byva sice n¢kdy
delsi, ale zato ma tu vyhodu, ze se jedna o ukon zcela mechanicky).

x* —3x+2=(x4 —x)+(—2x+2)=x(x3 —1)—2(x—1)=(x—1)[x(x2 +x+1)—2]:
z(x—l)(x3 +x? +x—2)

x’ —4x+3:(x5 —x)+(—3x+3):x(x4 —1)—3()6—1):(36—1)[)c(x3 +x° +x+1)—3]:
z(x—l)(x4 +x° +x—3)

x*=3x+2 B X Hxt+x-2

X —4x+3 x*+x+xP+x-3

4 3 2 _
Tedy limx5 3x+2: 41 4;1 tl 2 1
wlx” —4x+3 1"+1"+1"+1-3

3 _ 2
128 lim ¥ 20 —4x8
=2 x" —8x” +16

Reseni:
Cislo 2 je kofenem polynomu v &itateli i ve jmenovateli. Oba polynomy jsou pomérné

jednoduché a proto se opét pokusime o piimy rozklad, ¢imz se vyhneme déleni polynomem
x=2.

x® —2x7 —4x+8=x2(x—2)—4(x—2):(x—2 x’ —4):(x—2)2(x+2)
x* —8x? +16:(x2 —4):(x—2)2(x+2)2

X -2x" —4x+8  (x-2)(x+2) 1

x* —8x” +16 (x—2)2(x+2)2 Cx+2

3_ 2_
Tedylimx 42x 24x+8: 1 :l.
-2 x"—-8x° +16 2+2 4
3_ —
129 lim %~ 271
o=l x? —2x—1
Resent:

(zde se jedna o limitu v bodé —1. Limité v bodé 1 zleva by se zapsala ). Cislo —1 je kofenem
polynomu v ¢itateli i ve jmenovateli. Pokusime se o rozklad:



x(xz—l) (x+1) (x+1)[ (x 1) 1 x+1)(x2—x—1)
(r* =1)=(x+1) = x(x* = 1> +1)= (x+1)=
(x+1 xx—l)(x +1)—1]— x+1( —x’ +x —x—l)

X’ —2x— 1—(x —x)+( )
X' —=2x— 1—(x —x)+( )

= x(x—l)(x+1)(x +1) 1)

x*=2x-1_ x(x—l)—l x?—x-1

X —2x-1 x(x—l)(x2 +1)—1 Cxt et x?—x—1

Il
=

Tedy lim ~ ~2x-l (_1).(_2)_1 =l.
oy 2x—1 (-1)-(=2)-2-1 3

Vsimnéte si, Ze Cislo —1 jsme dosazovali do pfedposledniho, jesté neroznasobeného vyrazu.
V nékterych ptipadech to byva jednodussi nez dosazovani do vysledného roznésobeného
vyrazu.

1.2.10 lim = )
= (¥ —12x+16)"

Reseni:

Cislo 2 je kofenem polynomu v &itateli i ve jmenovateli

x° —x—2:(x—2)(x+1)

X —12x+16 = (x* —4x)+ (- 8x +16)=x(x> = 4)-8(x = 2) = (x - 2)x(x + 2)- 8] =
:(x—Z)(x2 +2x—8):(x—Z)(x—2)(x+4):(x—2)2(x+4)

(x2 -x- 2)20 B (x - 2)20 (x + 1)20 B (x + 1)20

(x* —12x+16)" (=2 (x+4)" (x+4)°

Tedy li == = -
€ xl_f)rzl( 3—12x+16)10 (2+4)10 610 210,310 9l0

(2 —x—2" (241 3* 3 310_(3j‘°
4

X+x+..+x"—n

1.2.11 lim
x—1 x_l

Reseni:

Limita zde trochu pfipomina limitu posloupnosti, ale nedejme se zmylit, n je zde pevné

piirozené &islo. Cislo 1 je zde kofenem polynomu v &itateli i jmenovateli. Z polynomu v ita-
teli zfeyme potiebujeme vytknout x —1. Postupujeme nasledujicim zptisobem:

x+x? 4. +x" —n=(x—-1)+ (x2—1)+...+(x”—l)z(x—1)+(x—1)(x+1)+...+(x—1)-
e +1)= —1)( 1+2x”’2+3x”’3+...+(n—1)x+n)

x+x +..+x" —I’l

T 2x" .+(n—1)x+n
x—1



dostavame

2 no_
lirr11x+x +"'Irx nzl”1+2-1”2+...+(n—1)-1+n=1+2+...+(n—1)+n:n(n2+1).
X—> X —
100
1212 lim*_ —2*!
=l x™ —2x+1
Reseni:

Zde se snadno presvédcime, Ze Cislo 1 je kofenem polynomu v Citateli i jmenovateli. Asi nas
zarazi vysoky stupent obou polynomt a nebudeme mit chut’ Zadny z nich dé€lit polynomem
x —1 (ptestoze i toto je velmi jednoduché). Snadno ale oba polynomy rozlozime:

x'% —2x+1=(x100 —x)+(—x+1)=x(x99 —1)—(x—1):(x—1)[x(xg8 +x7 +...+x+1)—1]:
(x—l)(x99 +x” + L+ X7 +x—1)

x™ —2x+1=(x50 —x)+(—x+1)=x(x49 —1)—(x—1)=(x—1)[x(x48 +xY +...+x+1)—1]=
z(x—l)(x49 +x® L+ x? +x—1)

xloo—2x+l_x99 +xB 4+ +x?+x-1

0 —2x+1 x¥ +x® . +xt+x-1

Tedy

. o x —2x+1 99-1 98 49
lim = =—=—
-1y _2x+1 49-1 48 24

1213 lim~ 1

x—1 xn _1

, m an jsou pfirozena.

Reseni:
Pro nés je toto jiz zcela standardni Gloha:

x" —lz(x—l)(x’"_1 +x" +...+x+1)

x" —lz(x—l)(x”’1 +x"? +...+x+1)

x" —l_x’"_1 +x" 2 4+ x+1

x"=1 x4+ x"P 4+ +x+1
Tedy

Cox" =1 1" 1"+ 1+l m
lim =— - -
ol x" -1 1" 41"+ 4141 n




12.14 lim b ~a")-na""(x~a)
> (x—a)

, 1 je ptirozené, a je konstanta.

Reseni:
Zde ¢islo a je kofenem polynomu v Citateli i ve jmenovateli. Pokusme se tedy rozlozit
polynom v Citateli. Musime zfejmé zacit tim, ze rozlozime x" —a” a potom z obou s¢itancti

vytkneme x — a. Potom ov§em se musime snazit vytknout x — a jesté jednou, abychom mohli
kratit proti jmenovateli.

(x” —a")—na"_l(x—a):(x—a)()c"_1 +x"a+..+xa"? +a"_l)—na"_l(x—a)=

(x - a)[x”’1 +x"a+..+xa"? +a" - na”’l]z (x— a)[(x”’1 -a"! )+ a(x”’2 —a"? )+ et a" (x - a)]z

2 — — — — — —
(x—a) [(x” ‘+x"a+..+a 2)+a(x” ‘+x"ta+..+a" 3)+

Odtud dostavame

n n n—1
lim (x —d )—na (x_a):(n—l)a”’2 +(n—2)a”’2 +o+2a" +a" = n(n_l)an—l
2
x—a (x—a) 2
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