3.1 Vypocet neurcitého integralu
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3.1.11

J-«/l—sin2xdx=J.\/sin2 x+0052x—2sinxcosxdx=Iq/(sinx—cosx)2dx=I|sinx—cosx|dx

a) sin x — cos x(0,sng(cos x —sin x) =1,

I|sinx—cosx|dx = I—(sinx—cosx)dx =cosx+sinx+c
b)sin x — cos x)0, sng(cos X —sin x) =-1,

j|sinx—cosx|dx = j(sinx—cosx)dx =—cosx—sinx+c
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2 2

sin? x 1—cos® x
dx :I
cos’ x cos? x

3.1.12 jtgzxdxzj dx=tgx—x+c, x¢(2k+1)2 keZ

ISh al ICh i 1 dx=—thx+x+c

3013 [th xdy = .
C

3014 [x(1-2)dv = [|x(1-x)° = (1=x)" + (1= x) Jav = [(1=x) "+ [ (1= 2) (= 1) =

ZJ(I—x)mdx—I(l—x)ndx = (l_x)lz - (l—x)“ +c

12 T
3115j modj 1301(1_]W I( )loo

_ 1 - x+1-1 o —
h 'f(l—x) J I 100} _[ B 100 I _[1 x)99 d.

dx dx dx 1 1
=I(1—x)‘00 _2I(1—x)99 +‘[(l—x)98 ~99(1—x)” _98(1—x) ’ +97(l—x)97 e

Br+l-1
3116jﬁ =——j 3\/% =——j1 3x)s dy 4~ jl 3x)3dy =
1 5 2

—%(1—3x)3 —é%(l—x)s te= %3\/(1—3);)5 —%3\/(1—3x)2 +e




3.1.17 dx =— dx, ab#0
J.a+bx2 a’ b
a
1,2>0 1 dx :l\/garctg éx+c: g arctg\/:x+c
a a 1+é , a c Jab a
a
b 1¢ dr 1 d 11 L
2,2(0= — [T =~ [T == [ =
a a 1+éx2 a l—éxz a?2\|b - éx
a a a
al +./1blx
:%sngaln‘ || \/ﬂ‘—i-c
ERR S
3118 J- : dx :J- dx _ de :i dx2 _
x2—x+2 2 17 ( 1) 7 77 (2x-1
- X+ —+— X —— 4+ 1
4 4 2) 4 J7
iﬂart x—1+c_ arctg£+c
72 NG J7 J7
3.1.19 jL,b;&o
Na+bx?
Df: a+bx?)0 = 1,b(0:>x2<—%:>a>0
2,650 = x?) —% = a libovolné
ad 1, b<0, a>0
J‘L—LJ dx —L\/;arcsin\/ﬁx+c—;arcsin _—bx+c
i) o e e T
a a
ad 2, b>0, a>0
[ 2
IL—Lﬁln\/Exjt ljté)c2 +c —Lln‘\/gx-i_ i +c, =
[ b j Jab Na V4 N/ Ja ’
al l+—x
a

+c, kde c=¢, —Lln\/g

Ziln‘\/gx+\/a+bx2 \/3

Vb

b>0, a<0




d - b | 1 ——
J- _); ) \/3\/ 21 \/_ax+\/_ax2—l+cozﬁln‘\/3x+ bx* +al|+c
(—a —x" -1
a
kde ¢ =¢, —%mﬁ
b>0, a=0
J. dx .[ sgnx 1n|x|+c
Vo b7 b

3.1.20 IL — | —— —\/:arcs1n\/7 arcsm\/g +c
A2 -3x" / \/_ 2

3.1.21
dx

=l
Vi—2x—x? Alm2x—x -1+ T 2a_(xr1)p V2 1_(x+1j2

V2
! | \/§x+1/§x2 -1
2 2

IL:LIL:_H
V3x2_2 \/5 éxz_l \/g
2

.ox+1
=arcsin——+c¢

2

3.1.22

+c, :%ln‘\@x+\/3x2 —2‘+c,

kde ¢ = ¢, ———In+/2

NE)
3123 | i = i —j =2 d
\/x+x \/x +x+——— \/(x+ j 1 \/(2x+1)2—1
4 4 2) 4
:ln(2x+l)+\/(2x+1)z—l‘—i—co:lnx+%+\/x2+x +c,kde c=c, +In2

3.1.24 dx =22
I\/zx —x+2 j\/g(mx *_8x+16) I\/“x 1y +15 ‘/_I (4x-1)

15

|4x 1 (4x 1) +1+cO=—21nx—l+ xz—lx+l+c,
‘\/_ 2 4\ 2
2 4
kde c=c, +—In—
0 ) \/E

2

3.1.25 I|x|dx pro x)0: |x|:x:.fxdx:x7+c



pro x(0: |x|=—x:>f(—x)dx=—x7+c
2
vysledek pro x € R : F(x):%sgnx+c:@+c
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pro x{0: |x| =—Xx= J.de: c

3
vysledek pro x € R: F(x)= 2%(36 + |x|)+ c

3.1.28 J.ef‘x‘dx pro x)0: x| =x = je‘xdx =—e " +¢

pro x(0: |x| =—x= je"dx =e' +c,

, F(x) =—e " +l+c, X e (O,oo)
vysledek pro x € R: pro
F(x)ze_"—1+c, XE(
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3.1.29 Je dana okamzita rychlost v pohybu bodu po ptfimce (0se) x v rovnici
v(t) =2t+1,t e <O,+ oo). Najdéme zdkon drahy pohybu, je-li zndmo, ze v ¢ase ¢t =0 m¢l bod

polohu x = x, .

dx(z)

Reseni: Oznacime-li x(¢) polohu bodu v okamziku 7, pak v(t)= " Hledame tedy funkci

X :x(t), pro niz plati %: 2t+1,x(0):x0. Je ihned patrno, Ze prvni podmince vyhovuje

nekone¢né mnoho funkci x=¢*+¢+C, (1.1) kde C je libovolna konstanta. Funkce, ktera
spliiuje 1 druhou podminku (fikdme ji téZ pocatecni podminka), najdeme zrovnice (1.1)
dosazenim dané podminky 7=0, x = x,. Dostaneme . Dosazenim do (1.1) za C plyne pro
hledany zékon drahy x =¢* +¢ + x,.

Jednoduchou zkouSkou se presvédcime, Ze tato funkce splituje obé dané podminky, a zaroven
vidime, Ze hledané funkce danych vlastnosti je jedina.

3.1.30 I(Zcosx+(\/§)v3— > jdx=2jcosxdx+(\/§)jx3dx—5j dx =2sinx+

1+ x? 1+ x?



T3X4 —5arctgx + ¢, x € (—o0,400)
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3.1.33. j\/xx xdx = x +c— x\/_+c

3.1.34 j(xz +3)2dx = .[x4dx+6J.x2dx+9J-dx :%xs +2x° +9x+c¢
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3.1.35 j I(xz—x+1)dxzj‘xzdx—'[xdx+fdx=%x3—%x2+x+c

3.1.36 Dokazte, ze funkce F:y=sin’x, G:y= _co;2x jsou primitivni k téze funkci f

v intervalu (—oo,+o0). Najdéte funkci f a konstantu, o kterou se primitivni funkce lisi.
Reseni:
Snadno zjistime, ze plati:

’
.2 . .
(sm x) =2S8Inxcosx =sin2x

!

_ cos2x - _l(_ sin 2x)2 =sin2x
2 2

Funkce F a G jsou primitivni k funkci f:y=sin2x v intervalu (— oo,+oo). Abychom nasli
konstantu ¢, o kterou se primitivni funkce li$i, upravme napt. G(x).
cos2x  cos’x—sinx  1-2sinx 1

1
- _ - _ - _ - i dn?y=——
G(x) 5 5 +sin” x 5 +F(x)

Pro viechna x e (—o0,4+00) tedy plati F(x)= G(x)+% .

3.1.37 Najdéte vSechny primitivni funkce k funkci:

a)fry=%



B Jx —=3x% + xcosx

b) [y

1
c Y=
v) Sy 1+ cos2x
Reseni:

a) Vime, ze k funkci f:y=x",kde ne R—- {1} je v intervalu (O,+oo) primitivni funkce

n+l
X

F:.y= .
n+l1
Proto

1

1 3
J‘%dxzj‘x-xzdx:szdngxz +c:§x x+c, vintervalu (0,400).

b) Uzitim véty o primitivni funkci souctu funkci a uzitim vztahti pro primitivni funkce
(neurcité integraly) elementarnich funkci dostaneme

J-\/;—3x3x+xcosxdx:"-x

1
Za’x—3jx2a’x+J.cosxabc:2\/;—x3 +sinx+c,

v intervalu (0,4o0).

¢) primitivni funkce existuje v kazdém intervalu, v némz jmenovatel 1+ cos2x je rlzny

od nuly, tj. ve sjednoceni vSech interval (—%+kﬂ;%+kﬂj, kde ke Z. V tomto

definicnim oboru plati

J' dx _J' dx _J- dx _lJ' dx —ltgx+c
l1+cos2x J1+cos’x—sin’x J2cos’x 279cos’x 2 '

3.1.38
a) Urcete rovnici kiivky, kterd prochazi bodem A[— 2,1] a jejiz tecna v libovolném jejim
bod€ ma smérnici 2x+5.

b) Vyjadiete zavislost drahy télesa na Case na Case ¢, je-1i v ¢ase 0 s jeho dréha i rychlost
nulové a plati-li pro jeho zrychleni a = —sint.

Reseni:

a) Nechty=F (x) je rovnice hledané¢ kiivky. Funkci F  mame urcit tak, aby
F ’(x) =2x+5. Funkce F je tedy primitivni funkce k funkci f:y=2x+5, takze

F(x)zj(2x+5)dx:x2+5x+c.



Dale plati F(=2)=1, &li4—10+c=1, odkud ¢ =7.
Rovnice hledané kiivky je y = x* +5x+7.

b) V této uloze budeme pracovat pouze s ¢iselnymi hodnotami ¢asu, drahy, rychlosti a
Zrychleni, ptfitom pro lepsi orientaci je oznac¢ime tradicné pismeny ¢, s, v, a.
Vime, Ze plati a =v'(¢), proto
V= I(—sint)dt =cost+c.
Vcase t =0 je v=0, plati tedy cosO+c =0, odkud ¢ =—1. Tim dostdvame
v=cost—1.

Dale vime, ze v = s'(¢), takze
s = I(cost—l)dt =sint—t+c.

Vase t =0 je s =0, tedy sin0—0+c =0,odkud ¢ =0. Hledanou zavislost
vyjadfuje rovnice s =sint—¢.

3.1.39 V intervalu (—oo,+0) vypodtéte:

a) j xsin xdx

b) j sin® xdx

Reseni:
Obg¢ casti ulohy feSime uzitim integrace per partes.

a) Polozme f(x)=x, g'(x)=sinx, takze f'(x)=1, g(x)=—cosx. Pak plati
Ixsin xdx = x(—cos x) + Icosxdx =—XCOSX+Ssinx+c.

b) Zapiseme sin’ x = sin x-sin x a poloZime f(x) =sinx, g'(x) =sin x, takze
£'(x)=cosx, g(x)=—cosx. Potom plati

J‘sin2 xdx = —sinx-cosx+J~cos2 xdx+c = —sinxcosx—i—J.(l—sin2 x)dx+c =

. .2 . .2
=—s1nxcosx+jdx—jsm xdx+c=—s1nxcosx+x—jsm xdx + c.

Tim jsme ziskali rovnici

J.sin2 Xdx = —sinxcosx+ x — J-sinz xdx +c,
v niz je neznamou prave hledany integral. Z této rovnice dostaneme

2J.sin2 xdx = —sin xcosx + x + ¢,

tedy



jsinz xdxz%(x—sinxcosx+c).

3.1.40 Vypoctéte neurcité integraly a stanovte defini¢ni obory integrandu:
a) Icos(3x —1)dx

b) j 1+ 3xdx
Resent:

Ob¢ casti ulohy budeme fesit substitu¢ni metodou typu g(x) =t.
a) Polozme

g(X) =3x-1= t, g'(x) = 3, dg()C) = g’(x)dx =3dx = d[’ COS(3X — 1) =Ccost = f(t), pfléemi
(05;,3) = (a;b) = R. Dale plati:

jf [g (x)]'g'(X)dx = I cos(3x - 1)-3dx = J-costdt,

odtud
1 1.
jcos(3x —1)dx = —Icostdt =—sint+c.
3 3
Po dosazeni ¢t =3x —1 ziskame
J-cos(3x —1)dx = %sin(?:x ~1)+ec.

b) Polozme g(x)=1+3x=1, g'(x)=3,dg(x)=g'(x)dx =3dx = dt, N1+ 3x = Vi = £(e),

Potom v intervalu (—%;+oo] plati

[1+3x 3dx = [Veat,

Odtud

1 3
j«/1+3xdx:%jt2dt :gtz +c.
Po dosazeni ¢ =1+ 3x obdrzime

J-«/l +3xdx = %J.\/(l+3x)3 +c.
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