1.2 Limita funkce

a a
. x"—-a
1.2.89 lim ———, a)0
xoa xP — gF
Reseni:
x* —a” y x* —a”
e 1111
. x%=a® . x-a roa X —a aa"" a ..,
hmﬁ:hm = VI ey e
xoa xl —gf  xoa xP —g . x" —a Pa Yo
— lim~——
xX—a o4 x—q
X a
._a —x
1.290 lim ———
xX—>a x—a
Reseni:

Vyrazy v citateli jsou dosti nesourodé. Mocniny nemaji ani stejné zaklady ani stejné
exponenty. Bude vhodné pfic¢ist mocninu, ktera s jednou ze dvou pravé zminénych ma stejny

zéklad, a s druhou stejny exponent. Nabizi se tedy a“ nebo x*. Konstanta je ale vétSinou
ptijatelné&jsi nez funkce. Pouzijeme proto a“.

.oat—x" ) (ax—a“)Jr(a”—x”) . oa*-a“ .o x*=a“
lim = lim =lim —-1lim —=
X—>a X—a X—>a X—a X—>a x-a X—>a x-a
—a“Ina-aa""'=a"(Ina—-1)
X a
. X' —a
1.291 lim ——
X—>a x—a
Reseni:
Zde musime zacit podobn¢ jako v pfedchozim piikladé
.o x"=a“ ) (xx—ax)+(ax—a”) .o xT—-a” . a*-a“
lim = lim =lim —+ lim —— =
X—>a X—a X—>a x-a X—>a X—a X—>a x-a
X X
. X' —a
=lim —+a°lna
X—>a x—a

Jsme-li na rozpacich, jak vypocitat limitu, pouZzijeme osvédceny postup — vyjadifeme vSechny
mocniny prostfednictvim mocnin Cisla e.

X X xInx xIna x(Inx—Ina)
. X' —a . e —e ) | -1
lim = lim =lime™" —m8 =
XxX—>a x-a xX—>a x-a X—>a x—a
i s(e-la) 1 Inx —Ina
=1lim e - lim . X =
x—>a x—a x(lnx—lna) xX—a
x(lnx—lna)
e -1 Inx —Ina 1
1 . . .
=e" . lim - lim limx=a“-1"—a=a"
s>a x(Inx —Ing) *>¢ x-—a +-a a

Celkem potom dostavame



X a

. X' —a
lim ——— =4 +a“Ina=a"(Ina +1).
XxX—>a x-a —_—
x+h x=h X
..a +a -2a
1.2.92 lim , ayO0
h—0 h2
Reseni:

de bychom si méli v prvni fadé povSimnout, ze v Citateli je mozno vytknout a* . Dale se pak

budeme snazit dostat
h

.oa' =1
lim =Ina.
h—0
1
h
- - a"+— =2
at"+a" " = 24" ca+a =2 v 1 a"
fim 2 = lim 5 =a"-lim S =
h—0 h h—0 h h—0 h
2 2
. a* -2a" +1 N 1 (ah—l) . a" -1
=a”-lim — = lim | — =a" -lim —-| lim =
h—0 a' h K0 | g h? >0 gh | hso  p
X 1 X 2
=a I(lna) =a'ln"a
ax px
. e’ —e
1.2.93 lim — - , a#f
x>0 sing x —sin fx
Reseni ¢.1:
e’ —1 e’ —1
ax fx ax px o _ﬂ
. e’ —e . (e —1)+(1—e ) . ax px
lim — - = lim ~— - = lim - - =
=0singx—sinfx 20 sinagx-—sinfx 0 g Smax sin 8 x
ax L x
ax Bx
et =1 et =1
a lim — flim
3 x>0 ogx x>0 ﬂx _a.l_ﬂ.l_l
- . sinax . sinfx  aq-l1-81
o lim —ﬂhmiﬂ @ B
=0 oax x—>0 ﬂx
Reseni ¢&.2:
et —ef” i eePr

lim — - =lim e F; F; =
x=>0sinagx—sin fx x—0 o+ . (o—
B 2cos( xj sin xj



ela= B _
1 (@ p)x
= lim ¢”* - lim A= p)x
cos a+’3x sin a_ﬂx
2 2
a—ﬂx
L 2 i
(a-p)x _
1 lirI3€( ) : 11
=1 lirr(1) — @ = p)x —I'I:l
cos a+’8x sin a—ﬂx
2 lim 2
x—>0 a—ﬂx
2
ln(x2+ex)
1.2.94 lim
x>0 lnix4 +ez"i
Reseni:

Rédi bychom jisté vidéli vyrazy tvaru In (1 + ®). Provedeme proto nasledujici Gpravu:
lim ln(x2 + e’“) T ln[l + (x2 +e" —1)] B
=0 In(x* +e2) o0 Infl+(x* + e 1)

ln[l + (x2 +e" - 1)]

ln[l + (x2 +e" - 1)]

lim

~ lim x'+et -1 xPet 1] o0 xPiet -1 limx2+ex_l
x>0 1n_1+(x4+ezx—l)_ xt+er -1 limln_lJr(x“JreZ"—l)_ =0 xt e —1
xt et -1 =0 xt e’ —1
K vypoctu limit v Citateli a jmenovateli musime pozit vétu o limité slozené funkce. Vezmeme
e, . . s . In(l+ ,
vnitini funkci g(x)= x> + e* — 1 a vn&jsi funkei f(y)= M Méme

. Inf(1 :
lim (x2 +e' - 1): 0 , lim n(—-l-y) =1 a tudiz pro sloZenou funkci
x— vy

Infl + (x> +e* -1 . Infl+(x* +et -1
f(g(x)): n[ 2(x ¢ )] mame lim = n[ 2(x ¢ )]:
x +e -1 x>0 x +e -1
Mim ln(l + y) _1.
y—0 y

Pravé vypoctenou limitu vSak jeSté neopustime. Véta o limité sloZzené funkce ma totiz jesté
jeden predpoklad, ktery jsme dosud zcela opomijeli, a to proto, ze jeho ovéreni v dosud
probiranych ptikladech bylo velmi snadné. Aby nase jiz uvedené pouziti véty o limité slozené

.. , L11® .
funkce bylo opravnéné, musime ukazat, ze existuje redukované okoli Ua (O) bodu 0, takové,

7e Verj(O) je x> +e* —1#0. Zde je nejschtidné&jsi nasledujici postup. Pro funkci



g (x) =x’+e" -1 plati g (O) =0. Derivace funkce g v bodé je rovna g’ (O) =1. Funkce
g(x)
je tedy v bod¢ 0 rostouci. Tzn., ze existuje levé redukované okoli bodu 0, na némz je

g(x)( g(0) a rovnéz pravé redukované okoli bodu 0, na némz je g(x)) g(0)=0. Odtud je
existence okoli Uf(O) s pozadovanymi vlastnostmi zfejma. Limitu ve jmenovateli
vypocteme zcela stejnym zplisobem a vychazi rovnéz 1. Zbyva tedy urcit

lim xP+e -1
=0 xt e —1

X

¥ Vi oy , e , .. ,
Zde se opét budeme snazit ziskat vyrazy tvaru a vyrazy jim podobné.

2 €X—1 ex_l
X"+ X X +

2 x
.o x +et -1 ) .
hm# = lim X = lim—X* =
x=>0 x +ex_1 x—0 4 er_l x—0 ; er_l
x" +2x- x +2
2x 2x

X

. . e
limx + lim ——
x—0 x>0  x . 0+1 1

. e -1 0421 2
11mx3+211me b0+
x>0 x>0 2x

Celkové nam tedy vychazi
In (x2 + ex) 11

1
lim = —=_,
=0 In(x* +e>) 12 2

ln()c2 + ex)

1.2.95 lim
> In(xt +e?)

Reseni:

Funkce je zde uplné stejna jako v predchozim ptikladé, rozdil je vSak v tom, ze méme urcit
- I . In(l+

limitu v oo a nikoliv v bodé 0. Opét se budeme snazit dostat vyrazy n(—®) , kde

® —> 0 kdyz x —> o0. Zde je potieba si uvédomit, ze funkce e* roste do o rychleji nez
2

. . . Yo v vr « VY X
libovolna mocnina x. Pfesnéji to v naSem piipadé znamena, ze lim — =0 .

X —> 0 ex
2 2
x X X
Inje’| 1T+~ x+1In| 14+ —
: ln(x2+ex) ) e e’
lim 7 5 = lim
X lnix +e xi x> o X4 X—>w X4
In|e** |1+ 5 2x+1n 1+—2
e’ e’




x+7x 2 1+7x 2
e x° e x°
= lim € = lim € =
X —> 0 X —> 0 4
A ln[l+J ln[1+j
X e X e
2x+— : 2+ 3
e X e’ X
er er
2
X
ln[l‘i‘xj
X . e
1+ hm—-hmi2
X*)Ooe X —> 0 x
_ e~ _1+0-1 :l
x* 2+0-1 2
ln 1+T
CoxT e™*
2 + hmT-hm i
X—)Ooe x X —> 00 x
er
Zaverecnou ¢ast predchoziho vypoctu lze vSak trochu zjednodusit.
2 2
X X
xz In 1+XJ In 1+Yj
e e’
x+ln(l+e’“j l+—2% 1+4lim ——~2
= lim 2~ = lim r - X -
X —> 0 x X —> 0 x x
2x+ln(1+2J In| 1+ 2] In| 1+ 2]
e’ e’ . e’
24— 24+41lim ——%
x X —> 0 x

2
14 lim - TimInf 14 %
x> x x> ex _1+0_1_1

- 1 ) 2401 2
2 +1lim—- -limIn| 1+ =

x>0y x5 er

~Inf1+37)

Reseni:

Kdybychom pocitali limitu této funkce v oo, postupovali bychom stejné jako v predchozim
prikladé. Vypocet by byl jen trochu jednodussi. V pfipadé lim je vSak situace jina.
Predevsim si musime uvédomit, ze lim 2* =0 a lim 3" =0.

X—>-—o X —> -



lim In(1+3°) _ li Ty = [EJ 3|
o n(ie27) ome o n(i+27) oo (2) 0 infi+27)
2% 2°

sy im ln(1f3x) |
= lim (—j Lot 3 —~=0--=0
=eel2) L mfie2t)

X—> - 27

1297 lim in{t+Vx + )

¥ ln(l +3\/;+4\/;)

Reseni:

» , ) . o In(l+®)
Neméli bychom vahat a opét bychom se méli snazit vytvaret vyrazy typu e kde
® — 0 pro x — . Za¢neme napf. takto:

1 3 J
In| Vx|1+——=+-"=
. 1n(1+\/;+3\/;) , [ [ JxooWx
}13}0 (1 3\/_ 4\/_) - xhllolo 4 7 xo® | 1 1
In{l+~x +3x In|3/x 1+L+‘/; ~Inx+In|1+-——=+ =
Ux 3

Vx

In (1 + 1 + lj
Jx o 9x
1 1

- + -

Jx o 9
(a podobného ve jmenovateli) celkovy vyraz dosti komplikuje a hlavné neukazuje zadnou
rozumnou cestu k cili. Lépe je upravit posledni limitu takto:

Zde bychom si ale méli v§Simnout, Ze napft. vytvoreni vyrazu v Citateli

l+L-ln1+L+L l+limL-limln 1+L+L 1
| 2 Inx Jx o Ux 2 xoelnx xow v &% 5-1—0-0 3
1m = = = —.
1 2

H001+1-1n(1+1+1] 1+1im1-1imln(l+1 ~+0-0

1
4+
3 Inx 34/x 1"2’)(? 3 xoolpxy x—o© 3lx IZIxj 3

1.2.98 lim x[In(x+1)—Inx]

X —> 0

Reseni:

| ) ln(1+1j
- j: lim xln(1+—j= 1im+=1_

x X —> o0 x X —> 0

lim x[ln(x+1)-Inx] = lim x ln(x

X —> X —> 0

X



12.99 {im 1080 +71)+ log(x — k)~ 2logx

h—>0 h2 ’

x)0.

Reseni:

Vyskytuje-li se v limitované funkci jiny logaritmus nez pfirozeny, je nejlepsi tento logaritmus
vyjadtit pomoci logaritmu ptirozeného. Pro dekadicky logaritmus log, jak zndmo, plati

loga =loge-Ina. S pouzitim tohoto vztahu dostdvame

lim log(x + &)+ log(x — 1) - 2logx B loge-In(x + )+ loge-In(x — ) — 2loge-Inx B

lim
h=0 h? h0 2
 loge- lim ln(x+h)+ln(2x—h)—2lnx:loge_lim ln[(x+h)(x2—h)]—21nx:
h=>0 h h—>0 h
( ) lnx2 _h2
. Inlx* =h*)-2Inx’ . o
=loge- lim P = loge: im —— 35—~
2 2
ln[l - hzj 1 1 ln[l _ hz] 1 1
= -l N Myl loge . ¥~ ) _ loge . loge
=loge: lim E ( xzj =-—2 Jim R Ee e
)C2 xz
12100 tim 00+ xe’)

r=0 ln(x+m)

Reseni:
Idea vypoctu je stejna jako u predchozich ptikladl tohoto typu. Jenom technické provedeni je

vvvvvv

1n(1+xe)‘)

ln(l+xex) _ lim ln(l—i-xex) ~ lim xe*

x>0 ln(x+1/1+x2) x>0 ln[l+(x+1/1+x2 —1)] x>0 ln:1+(x+1/1+x2 —1):.
x+w/1—i-x2 -1

. Inll+xe”
xe' 3 }1—{% (xex ) " xe' B
B I T T R T e
20 x+m—l
1 xe'

Posledni limitu upravime za pomoci vztahu 4> — B> =(4 - B)-(4+ B). Zde je oviem
ztechnickych ~ divodi  vhodné  osamostatnit =~ odmocninu.  Polozime  proto

A=+x>+1, B=1-x azlomek roziifime vyrazem A + B. Dostavame tak



xe" xe I_\/1+x2+(l—x

|

3
®
[S—
+
><
+
)—A
|

lim = lim

Oy l+xt -1 H°[1/1+x2—(1—x)][1/1+x +(1— 0
- lim S o dim =2 o,

#5074 x? —(1-x) ¥202x 2

1.2.101 lim [(x +2)In(x +2)=2(x + D)In(x + 1)+ xInx]

X —> 0

Reseni:
Ptiklad nevypada na prvni pohled pftili§ prihledné. Dvojka u prostfedniho ¢lenu ndm vSak
signalizuje moznost nasledujici tpravy:

lim [(x +2)In(x +2) = 2(x + 1)In(x +1) + xInx]=

= lim [(x+2)ln(x+2)— (x+1)1n(x+l)]+xli_r>130 [xlnx— (x+1)ln(x+l)].

Je-li tato uprava v potradku — to ovSem zavisi na tom, zda viibec existuji posledni dvé limity,
a pfirozen¢ na tom, ¢emu jsou rovny. Podivejme se na posledni z nich, protozZe je jednodussi
nez ta prvni. Vyskytuje-li se nékde rozdil logaritmt, byva vyhodné zapsat ho jako logaritmus
podilu. U na$i posledni limity to bohuZel nejde, protoZe oba logaritmy jsou jeSté¢ n&cim
nasobeny. Ale pouzijeme-li metodu vhodného pficteni a odecteni, nakonec se ndm to piece
podaii.

li_r)n [xInx - (x + D)In(x +1)]= lim [(xInx — x In(x +1))+ (xIn(x + 1) = (x + 1)In(x +1))] =

= lim {—xlnx_'_l— 1n(x+1)]

X —> 0 X

Ted, ale neni tézké vidét, ze jsme patrné v koncich. Snadno totiz vidime, Ze

) ln[1+1j
lim (—xlnij:— lim %:—1

X —> 0 x X —> 0
X
lim [~ In(x+1)]=- o

X —> 0

x> X
¢len — In (x + 1). My jsme ale hned na zacatku limitovanou funkci napsali jako soucet dvou
funkci. U druhé se ndm objevil pravé zminény ¢len — In (x + 1). Neobjevil by se nam u prvni
funkce ¢len In(x + 1) a nezrusily by se oba? Zkusme to.

(x +2)In(x+2)-2(x+D)In(x+1)+ xInx = [(x + 2)In(x +2)— (x+1)n(x + 1)]+
+[xInx - (x +1)In(x + 1)] =

=[((x + 2)In(x + 2) = (x + 2)In(x + 1))+ ((x + 2)In(x + 1) = (x + D)In(x +1))] +

+ [(xlnx - xln(x + 1))+ (xln(x + 1)— (x + l)ln(x + 1))] =

. x+1 . s s . y , .
takze lim {— xIn — In(x + 1)} = — 00, coZ nevésti nic dobrého. VSechno nam ale zkazil



=[(x+z)1n“2+1n(x+1)}+[_x.mx“_1n(x+1)}(x+z)1n£1+xilj—

x+1 X
In| 1+ 1 In 1+1
1 x+2 x+1 X
—xIn|l+—|= . —
X x+1 1 1
x+1 X

Vidime tedy, Ze nase prvni metoda — pouziti véty o limit¢ souctu — nebyla vhodna, ale ptesto
nas alespon pfivedla na spravny napad. Jak jsme pravé vidé€li, oba nepiijemné Cleny se
zru$ily. Nyni uz snadno dostavame

lim [(x + 2)1n(x + 2)— 2(x + l)ln(x + 1)+ xlnx]:

In| 1+ 1 In 1+l In| 1+ !
x+2 x+1 X .oxXx+2 . x+1
. — = lim——lim—F—% —

= lim lim =
x| x4+ 1 1 l x>0 y 4] x> 1 X — o 1
x+1 X x+1 X
=1-1-1=0.
12.102 lim | In(xIna)- In Inax 1 vy
i lni
a
Reseni:

nejhtfe pocitaji. Nevime-li, jak zacit, bude asi nejlepsi zacit zkoumat jednotlivé cleny
limitované funkce. Mame
lim ln(xlna):—oo

x—>0+
Ina . Ina ) 1
1+— 1+ lim — 1+lna- lim —
. Inax Inx +1na ) Inx x=>0+ lnx x=>0+ Inx
lim = lim # = lim ] = ] = I =
x>0+ x>0+ — x>0+ n . na .
- lnE nx—Ina 1——a - lim — 1-Inag- lim —
a Inx x>0+ lnx x>0+ Inx
1+ Ina-0 1
l-lna-0 ~
Prvni limita ndm vysla nevlastni. tato informace nam tedy asi nebude uzitecnd. Druha limita

vychézi 1. Jinymi slovy limita zlomku In ax

In—
a

, ktery je argumentem logaritmu, je 1. Takovou



nax In ax

prilezitost bychom neméli propast. Vzdyt piece mizeme napsat =1+ -1/,
X X
In— In—
a a
NV Inax . . . o
pricemz 111’51 L 1|=0. A pravé tento obrat ndm otvira cestu k vypoctu zadané limity.
x—>0+
ni
a

lim In| (xIna)- [ ||= tim |In(xna)-In|1+ | 2% 1 |]|=
x>0+ X x>0+ X
In— In>
a a
nl1 lnax_1
X
Inax ln; In ax
=l | Unemna)) =201 — = lim | (nelna)) =201
In— -1 n>
a4 In* a
a
In| 1+ [ M9
X x
lng Inax—In~
i =1l e aijq=
Iy e = fim | Inrina))———% 1
-1 In™
n> a
a

x—=>0+

Inx —Ilna

= lim [(Inx+lnlna)- -
nx—ina

Ina +Inx—Inx+Ina ) Inx +Inlna
= 11n01 —— 2lna|=

Inlna . 1
1+ 1 1+Inlna- 11n011— { +1nl 0
—lna’ lim —— % —1ng?. L e L LA S R
x>0+ Ina ) 1 1-Ina-0
1-— l-Inag- im —
Inx x>0+ ]nx

X — 0

i X +q/x° +1 L, x+1
1.2.103 lim | In—————"In"" ——
x+qx° -1 x—1

Reseni:
Zde si staci povSimnout, Ze



[..2
. x + x + 1 . x + 1 /4 ~ &4 O w 4 /4
lim —————==1 a lim =1 a dale uz nas postup mize byt zcela standardni.

x~>oox+ ¢x2_1 x~>oox_1
. XX+l x+1 : X+qx7 +1 -2 x+1
Ilm|h——osrln"" —— |=lim|In|l+| ———— -1 |‘In 1+ -1 =
x+4/x7 =1 x—1 x+4x7 =1 x—1
+qfxt +1 ? /52
In |1+ %—1 x+1_1 LXH_I
) x+4x" =1 x—1 C x+4xt -1
= lim - -lim -lim 5
L G 1n{1+[x+1—1ﬂ (“1—1)

X —> 0 X —> 0

SINT

x+q/xt =1
Jx+1=x? =1
X +q/x =1
=1-1-1i
E (2] ST e )

x—1

2
L im (x-1)°-2 ~ L im x?

4 xo (x+\/x2—1)(\/x2+l+\/x2—1) 2xoe x+\/x2—1.\/x2+1+\/x2—1 )

X X
2
)
L X _
_2x—>oo N
(1+\/1—12J[\/1+12+\/1—12J
X X X

1.2.104 lim {ln(l+ 2")ln(1 +iﬂ

X —> 0

Reseni:

. . . . .3 y , :
Toto je pomérné jednoduchy priklad. Pov§imneme si, ze lim — =0, takze druhy logaritmus

X — 0 X

nebude tfeba upravovat. Na druhé strané ovSem je lim 2° = o0, coz neni dobré a podle

X —> 0

nasich zkusenosti bude vhodné z argumentu prvniho logaritmu 2* vytknout.



lim {m(uz")m(uiﬂz lim {ln(Z"(l—kLB-ln(H—iH:

X —>® X X —> o 2X x
) 1 3 ) 1

= lim xln2+ln(1+—j -ln(1+—] = lim xln2+ln(1+—j .
X o 2% X X o 2%

) 3 ln(1+3j ) )
= lim xln2+ln(l+—j -— |- lim L L/ lim |3| In2+ —ln(1+—j 1=
= 27 )) x| 3 e x 2

X
. 1 1 ) ) 1 1
=3lm | In2+ —In|l+—||=3lmn2+3lim|—In|l1+—||=3In2+
X o X 2x X © x—>o| x 23(

+ 3 liml - lim ln(l +2iv] =3In2 +3-0-0:ln_8.

X*)mx X —>®

= | w

12.105 lim (1-x)log, 2

Reseni:
S trochu podobnym piikladem jsme se jiz setkali. Opét pfipomenme, ze logaritmus se
zékladem jinym nez je e byva vyhodné vyjadiit pomoci logaritmu piirozeného. Obecné plati

| In2
log, a= ln—z, odkud pro nas ptipad dostavame log 2 = 12 Mizeme tedy pocitat.
n

Inx
tim [(1 - x)log, 2] = lim | (1= x)22 | =~ 1 2.5im — 1~ In20=—In2.
1 Y Inx > nfl+ (x - 1)]

1.2.106 lim [sinln(x +1)—sinlnx]

X —> 0

Reseni:

" . . . . a+pf . a-
Pouzijeme trigonometrickou formuli sin« — sin # = 2 cos P sin p .

2
lim [sinln(x +1)—sinlnx]|=2 lim {cos%(ln (x+1)+In x)-sin%(ln (x+1)=1In x)} =
=2 lim {coslln ()c2 + x)~sinlln(l + lﬂ
x> 2 2 x

1 2 . . .
Funkce coszln (x + x) je na celém svém defini¢nim oboru omezena a pro funkeci

sin%ln (1 + lj ziejme plati lim sin%ln (1 + lj =0. Tedy dostavame
X

X —> 0 X

lim [sin In (x + 1) —sin lnx] =0.

X — 0



T
lntg(4 + axj
1.2.107 lim b#0

. 9
x>0 sinbx

Reseni:

C e o T , . ,
Zde si sta¢i uvédomit, zZe tg(z+a-0]:1 a snadno nahlédneme, ze postup je zcela

standardni.
lntg(z—'_ax) ln{l+(tg(z+ax]—lﬂ ln{1+(tg(z+axj—lﬂ
lim - = lim - =1i .
x>0 sinb x x>0 sinb x x>0 (zr j
gl —+ax|-1
V4
1g 7 oax|-1 ln1+(tg(+axj—lj tg T iax|-1
4 . 4 . 4
. - = lim -lim - =
sinb x x>0 (7[ j x>0 sinb x
tg|l —+ax|-1
4
tg£+tgax
= 1:lim .lb |4 -1 :nn{‘lb .”tg"x‘”’g"x}:
x sinb x l—tgztgax x sinb x l-tgax
4
1 2sinax 1 '
— lim Jim —S23 1.2 0im Jim 2
x>0l —fgax x>0 sinbx x—>0cosax *—~0cosax
sin ax
a- g
= 2-1-lim—% - =2—
x>0 sinbx b
bx
12,108 lim 0COSAX 4

b
x>0 lncosbx

Reseni:
Zde opét staci, kdyz si viimneme, e cos(a-0)=cos(b-0)=1.

. Incosax . In[l+(cosax—1)] . [In[l +(cosax—1)] cosbx —1
Iim — = = lim . .
x>0 Incosbx =0 In[l+ (coshx —1)] *—0 cosax —1 In[1+ (cosbx —1)]
cosax — 1 . In[l + (cosax—1)] . cosbx —1 . cosax —1
-——— |=Ilim - lim - lim =
cosbx —1]| =x—0 cosax —1 s>0In 1+ (cosbx —1)] *~0coshx —1
, 1 —cosax

zl.l.hmﬂ:@?

x—»obzl—cosbx b
(bx)’



sin? (ﬂ-Z’“)

1.2.109 lim
x—>1 1n|cosifz-2x )|

Reseni:
Sympatické zde je, ze cos (72'-21)2 1. Vime tedy, co délat s logaritmem. Mén¢ se nam uz libi,
7e m-2' =2 7. Byli bychom radgji, kdyby nam po dosazeni x = 1 argument u sinu vychéazel
0. Ale fakticky to nevadi, nebot’ sin 2z =sin 0. Technicky to zvladneme tak, Ze napiSeme
2" = (7r 27 =2 7r) + 27 apouzijeme periodicitu funkce sinus.

sin’ (ﬂ-ZX) (sm[(ﬂ 2" —27z)+ 27[]) { COS(ﬂ' 2" )

)lcig} ln|cosi7r-2 }l_}cinl 1n[1+(cos(7z 2" ) 1) _Jlfinl 1n[1+ COS(ﬂ' 2 1J

bin2z@ 2 - | cos(r2t)-1 . [fsin2xfr
cos(ﬂ-Z’“)—l }_1%1 1n[1+(cos(7r 2" ) l)J ﬁlﬂ 2r 2" "1 j

.(27z(2"_1—1))2} sin2 (2" 1)’ 2z -1)f
cos(ﬂ-Z")—l

2

:1'}}3( 272" -1) j Y cosl(r2 —2a)+ 20]-1
)

el -1
_12 . -
=1 )161—1311c03(27r(2"_1 —1))—1 —2

1.2.110 lim % B#0
x>1 gin(7-x?

Reseni:

Zde bohuzel opét 7-1“ a z-1” nejsou rovny 0, nybrz 7z , takze zase provedeme nejdiive
posun.

fim sin(z-x“ lim s1n[(7r x® —71)+ 7[]_ —sm;r(x"‘ —1) ~
N Sinlroa?) e sm[(;r x” —72')+ 7Z'J_X—’1 —smfr(xﬂ —1)_
_ lim sin;z(x“ 1). 7z(x —1) .7[()(' _1)}zlim Sln”( “ 1)-lim ﬁ(xﬂ —1)

x>l ﬂ(x“—l) sinﬂ(xﬂ—l) ﬂ(xﬁ—l) x>l ﬁ(x“—l) x%lsinﬁ(xﬂ—l).

a alnx _ alnx _
-limx 1_1111me 1:lim e 1 . ﬂllnx ‘ alnx _
alnx ™ -1 PBlnx

x%lxﬂ_l x%leﬂl 1 x—1

Inx
a . e’ -1 . Inx «
=—-lim -lim ﬁnx =—-
p =1 qlnx x-1e™ -1 f




. 4/l+xsinx —1
1.2.111 lim

2

x>0 ex _1
Reseni:
fim VSN ZL g Mrasineol g L
x>0 e’ —1 x>0 (exz —1)(1/1+xsinx +1) =0 1+ xsinx +1
sin x limsinx
hmximx:l.hm X _ 1 a0 X 111
x%Oex _1 2 x—0 ex _1 2 . ex _1 2 1 ;
5 lim 5
X x—0 X
L2012 1im S0sle )_fos("e )
x—0 x
Resent:

Zde si jist¢ vSimneme, Ze argumenty kosini maji v bodé¢ 0 hodnotu 0. Mize nas tedy
napadnout napsat:

cos(xe")— cos(xe*")z [cos(xe")— 1]+ [1 - cos(xe”‘)].

Snadno ale nahlédneme, Ze tento postup asi nikam nepovede. Prvni s¢itanec by totiz bylo
tteba délit (x e’ )2 a my bohuzel mame ve jmenovateli piili§ vysokou mocninu — totiz x° . My
ale nastésti zname jesté jinou metodu — mizeme pouzit ptislusnou trigonometrickou formuli.

) cos(xe")—cos(xe"x) .= 2] . e +e” . et —e”
lim ; :hm—3 sin| x-—— [-sin| x-——— || =
x—0 x x—)Ox 2 2
X - X X - X ]
. e +e x -x e’ —e X -
sm(x-j e te sm[x-j e e
— _21im 2 J- 2 2 )2 |
50 x —x x =X 2
x e* +e X e* —e X
x-i x.i
2 2
) e" +e " . et —e ”
sin| x- sin| x-
X - X X - X
) . e +e ) . e —e
=—21lim - lim lim . - lim =
x—0 e +e x—0 2 x—0 e _e x—0 2x
X X
2 2
1. e —-¢e” ) (ex—l)Jr(l—e_x) et —=1 . 1-¢€"
=-2-1-1'1-—lim—— = - lim =—lim — lim =
2 x>0 X x>0 X x>0 X x>0 X
—X
. e
=—1-lim =—1-1=-2

x>0 — x —_—



l-e

Reseni:
Toto je trochu zradny piiklad. V citateli vidime rozdil dvou odmocnin, takze nés asi napadne
rozsifit cely zlomek jejich soudtem. Avsak /1—e ® —,/1-cos0 =0, ve jmenovateli se

- X

sin x " )
objevuje také 0. Vime, ze lim =1 a napiseme-li ———,
x—>0 X /x

vypada docela ptijatelné. Mzeme tedy zkusit napsat
. JI—e* l—cosx . oall=e" A1 —cosx
lim = lim —— - lim ————
x>0+ ’smx x>0+ /smx x—>0+ /smx
Musime ovSem peélivé prozkoumat obé limity vpravo.
. oAl—e NI
lim ———= lim
x>0+ ,Slnx x>0+ \/; Slnx x~>0+

= lim f - lim / =1-1=1
x>0+ x>0+ Sll’l.X

K uréeni poslednlch dvou limit je nutno pouzit jednostrannou verzi véty o limité slozené
funkce.

1ll—cosx {.ll—cosx \/; \/;}_ lim 1—cosx lim b
T ; - - 2
A/SIN X

dostdvame vyraz, ktery

- lim
x—>0+ Slnx

lim

x—>0+ ’smx x—>0+
hm\/_— 1-0=0

x =0+ X xr—-0+\sin x

x>0+
Celkem tedy Vycha21
. NI 1/l—cosx
lim =1.
x>0+ ’smx
12114 lim $1*

x—>0 X
Reseni:

et —e "

im % fim—2 — Ly @ et ) 1 e
x>0  x x>0 X 2 x>0 X 2 x>0 X 2x-0 x
itz Ly e 2t
2x->0 x 2 2 x>0 —x 2 2



chx—1

1.2.115 lim 5
x—0 X
Resent:
¥ 2
e"+e_"_1 (ez_e‘zj
lim chx 1:1.m 2 : :ll e’ +e zzllim _
x—0 X x—0 X 2)6—)0 x2 2)6—)0 x2
X X 2
2,2 2
Sy syl 1
—  Jim| —2 = —lim| —2| == 1==
2 x>0 E 2 x>0 E 2 ;
2 2
12.116 lim ¥
x—>0 X
Reseni:

x—>0 x

2

12117 fim P X

x>0 In(ch3x)
Reseni:
Zde si jenom uvédomime, Ze ch(3.0) = 1 a vidime, Ze Ize pouZit zcela standardni postup.
. sh® x . sh® x . | sh’x ch3x -1 x’
lim —— = =1lim = lim | ——- . =
>0 In(ch3x) =0 In[l + (ch3x—1)] =0 x* In[l+ (ch3x—1)] ch3x-1

2 2 2
= 1im P X iy X dim b B Ly B 1,2

x>0 x? x=00n[l + (ch3x —1)] =509 ch3x -1 9 x>0ch3x-1 9 9

12.118 lim X754y, chx=cha

xX—>a x-a X—>a x-a
Reseni:

Muizeme postupovat bud'to jako u trigonometrickych funkci. UkaZzeme to na prvni z obou
limit
xX—a ,x+a X—a
ch sh
2 X+a

2 2 = lim -lim ch =1l-cha=cha.
xXxX—a xX—>a X —da xX—a —_—

2
Jind moZznost je prosté pouzit definice hyperbolickych funkci. To zase pro zménu ukazeme
na druh¢ limit¢.

2sh

. shx—sha )
lim ———— = 1lim
X—>a x-a X—>a







	1.2 Limita funkce

